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Calculer la reponse d'un circuit
linéaire et invariant a un signal

References



P. J. Bevel

References:

EE 295 5 Réponse fréquencielle

Une fonction d’entrée générique est une
superposition de sinusoides
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Réponse permanente d'un circuit a une
fonction géneérique

- La fonction générique (forme d’onde) est une
superposition de plusieurs sinusoides

- La réponse permanente a une forme d’'onde est la somme
des réeponses aux différentes sinusoides

- Comment déterminer la réponse permanente a une
sinusoide:
- En faisant une analyse temporelle ou
- En faisant une analyse en fréquence dans le plan complexe
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5 Réponse fréquencielle

Expression de la reponse a une entree
forme d’onde sinusoidale a partir de
I’équation differentielle qui relie I'entree
et la sortie
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Réponse a une entréee sinusoidale

Signal d’entrée Circuit

ue(t) = Ue.sin (ot + de)
i(t) R

——{ 1 o

AWAWA
VAV S i
A - °
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Réponse a une entree sinusoidale

- Entrée sinusoidale: ug(t) = Ue.sin (ot + §e)
- On peut déterminer I'expression de la sortie en partant de 'équation
différentielle:
i(t) R
du (t) Qui décrit toujours ”
RC—S—" 4y (t)=u (t) ce circuit RC: uc(t)l R lus(t)
dt S c

- Par la résolution de I'équation différentielle, on obtient:

gm—

ug(t) = Gs-sm (ot + )

avec

-y
A

U=—%& ¢ =¢ - Arctg(oRC
’ 1+(mRC)2 S € 8 )
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Réponse a une entree sinusoidale

- la réponse a la méme fréquence

ue(t) = fJe.sin (ot + de) que l'entrée

ug(t) = ﬁs-Sin (ot + )

U, sin(® )

U sin(@ )

A

- l'amplitude et la phase de la
sortie peuvent étre modifiés par
rapport a celles de I'entrée

A

U
U = e
S
\/1+(wRC)2

¢S = ¢e - Arctg (oRC)
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Expression de la reponse a une entree

sinusoidale a travers I'analyse
frequentielle du circuit et la fonction de

transfert.
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Entree et sortie sont reliés par

, . P . t ¢
une équation différentielle il )lCD v,

S €4—— o

Circuit avec entrée et sortie sinusoidales.

L'entrée et |la sortie sinusoidales peuvent étre
representées par des variables complexes, U, et U,.
Elles sont reliées par une fonction de transfert
complexe : H(jw) = U,/U,

Cette représentation facilite 'analyse du

circuit car:

- elle permet de décrire simultanément
I'amplitude et la phase a I'aide d’un seul
nombre complexe ;

- dans le plan complexe, les éléments ull C) l U
linéaires du circuit relient tension et o
courant par une relation de
proportionnalité avec une constante.
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Comment passer au plan complex

Etant donné un signal sinusoidal de fréquence f=w/21, d’amplitude V, et de
phase ¢ : Ly

V()= V,cos(wt+ ¢,) N\
. . \/ "t

On définit ce méme signal dans le plan complexe, en

b i
I'utilisant sous sa forme polaire: V = Voe’¢°e’“’

ou sous sa forme Cartesian: J = VO[COS((Dt + (])0) + jsi(wt + (I)O )]

L'équivalence entre ces deux formes dérive de l'identité d’Euler

e’ =cosp+jsing €C (¢eR) ‘ej‘”‘=\/cos2(o+sin2(0=l
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Forme d'un signal sinusoidal dans le plan

complexe

y Jm Forme complexe et ses composants

/% K: V [cos(wi+¢,)+ jsin(wi+¢, )]
, ot+ 0 .Re K — Voej¢oefa’t
\J tg ((arg ¥) = Im(V)/Re(V)

Re {K} =V, cos(wi+¢,)

Im{K} =V, sin(wi+¢,)

Le signal que I'on

observe dans le circuit

corrgsppnds ala v(t) = Re {Vo ej(wt+¢o)} -V, Re { ej(wt+¢o)} =V, cos(wt +¢,)
partie réelle de la

variable complexe:
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Fonction de transfert en tension H(jw)

Fonction d’entrée

U, =U, -/ Hll C)

Fonction de transfert en

tension:
Uy

H(J’w)=u—1

Amplitude
U,(w)
U

1

= |H(jw)

References:

0

| u,U,- ir e
0O

Attention!! LAmplitude et
la phase de la sortie
dependent de w

U,(w) o 92(@)9)
U

1

H(jw)=

Phase

¢,(0)-¢, = Arg(H(jw))
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Fonction de transfert en courant

L

S~

N

Amplitude
1,(w)
1

1

= |H(jo)|

Fonction de transfert en
courant:

1 (o (@)
H(jw)= 250’),8](%( =

1

Phase

¢,(w)—¢, = Arg(H(jw))
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Transimpédance
L,

O

, U (W) 40
Z w) = 2 . 7 ¢2(w) ¢1)
uz _f(] ) I €

O

Tramsadmittance
I,
Hull

M . e](¢2(a))_¢1)

Rl =
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Transformation d’'un circuit dans le plan
complexe

Les éléments reactifs (C, L) dans le plan complexe assument le
comportement des résistances (le rapport entre tension et courant
ne dépends pas du temps). Ce rapport est indiqué par le symbole Z
et qui s’appelle IMPEDANCE.

Tous les éléments (R, C, L) dans le plan complexe sont donc
caractérisés par ce méme symbole Z.

Loi d’Ohm généralisée

U L'impedance Z dépends de la fréquence du signal
= 1 sinusoidale f:
= Z(j 21 f)=2Z (jw)
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Expression de I'impedance pour C et L

J(wt+¢,

Dérivée de V
dt dt

"= joV

= jol, e

dl d(le""")
dt dt

Dérivee de | o) _ ol

= jol e

|
| b ||C

References:
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Lol d'Ohm geénéralisée

Z,=R RESISTANCE
Z.=-j/oC =1/joC CONDENSATEUR
ZL = joL INDUCTANCE
Connexions

* Série : Z,=7,+Z,+..+Z,

+ Parallle: 1/Z,, = VZ, + VZ,+... + 1/Z,

On peut analyser des circuits soumis a une excitation sinusoidale avec
les mémes méthodes utilisées pour les signaux constants
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Exemple d’'une fonction de transfert en

tension

I R La fonction de transfert peut
— ° étre calculée facilement en
11 utilisant les formes
U, \ C) JoC — T U, complexes des lois des
I éléments et des signaux.
O

e H-—
pe2__joC _ 1 ou 1+(Jo—m
— U pe ! 14eRC 0

joC —

0 RC
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Exemple d'une transimpedance

L La fonction de transfert peut
> ° étre calculée facilement en
utilisant les formes

I, 6 R c———1|v, L, c’:o’mplexes des Ioi.s des
éléments et des signaux.

I R
— .

R ou, 1+J(D—
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Analyse frequencielle : resume

v (t)=V -cos(wt+¢,)  Entrée

v,(t)=V,-cos(wt+¢,)  Sortie

v, Décrit comment le circuit transforme le
H(jw)== signal d'entrée en resultant en un signal
Vi de sortie

L'expression de la sortie peut étre exprimée comme suit:

v,(t)=V,-|H(jw) |:cos(wt + ¢, + Arg(H(jw))

\% P,

2
Cette procédure est valable aussi bien pour le courant que pour la
tension
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Representer la reponse d'un circuit
(diagrammes de Bode)
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Diagrammes de Bode

Les diagrammes de Bode représentent la fonction de
transfert H(jw) grace a deux représentations graphiques.

« Chaque diagramme affiche sur I'axe x le Log (W)

* Le premier diagramme reporte sur I'axe y le module de la
fonction de transfert:
|H(jw)| et en particulier: 20 x Log,, [H(jw)| (en decibel, dB)

« Le deuxieme diagramme représente la phase de la fonction de
transfert:

Im{H(jo)} _

Arg (H(w)= At rrrco

References:
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5 Réponse fréquencielle

Example de calcul du module et
de la phase de la fonction de
transfert pour tracer les
diagrammes de Bode.

Circuit RC passe-bas
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Exemple de calcul du module et de la phase de la fonction de
transfert pour tracer les diagrammes de Bode

1 R .
L 'I 1
1 = D
Hll<> w1 |G H_sz joC  _ .1
v gl R+L 1+HjoRC
0 joC
U — He!
: 1 H=—:
U_2=|H(J‘°)|= > 1+32
1 \/1+((0RC) - 0
G
¢=¢,-¢,=Arg(H(jo))=-Arctg(oRC) . O RC




References:

5 Réponse fréquencielle

Representation de |H(jw)|

- Axe x: w en échelle logarithmique Logy(w)
- Axe y: 20 Log,g|H(jw)| ,
ou en d’autres mots, |H(jw)| représentée en décibel (dB)

- Pour tracer le diagramme,

- Déterminer la valeur de 20 Log|H(jw)| pour les asymptotes:
Oet w-> )

- Déterminer au moins la valeur d’'un point du diagramme (par
exemple: pour w = wy ).

(w->
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Representation de diagrammes de Bode

du circuit RC

1 > |

\/1+((0RC)2 ull 0 e T

‘ﬂ( j(:))|=

w -> 0 sur 'axe x est: Log(w ->0) -> -,
w->0, [H(jw)| =1, quivaut O surl'axe y: 20 Log1 =0

w -> « sur 'axe x est: (Log(w -> ) -> oo,
W -> ’ |H(Jw)| -> O!
Qui tend a - sur l'axe y: (20Log(|H(jw)| -> 0) ) -> -«

References:
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Example de representation de
diagrammes de Bode

I R
(o) =—— ul SN
\/l-i-( (0RC)2 o e -
w = 1/RC, |[H(jw)| -> 12 =0.707,
Donc, 20Log(|H(jw)|) = 20Log(0.707) = -3
20 Log (|H(jw)l)
F|Itre passe bas —
............ I ~ ®y .1/RC O [rad/s]
-3dB| ' (log)

- 20 dB / décade
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Pourquoi ce circuit est appele un filtre

passe-bas?

1 R . 20 Log (|H(w)))

Y _
U <> L — U } mo—‘I/RC _ o [rad/s]
=1 joC =2 3dBt : (log)

- 20 dB / décade

| e

... Car sa sortie (U,) représente une fraction atténuée de U, lorsque U, a
une fréquence plus haute que w,, alors que lorsque la fréquence de U, est
plus basse que w,, I'amplitude du signal de sortie est presque identique a
celle du signal d’entrée.
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Example d'application numerique

EXEMPLE:
' SiR=10Q et C =10 pF, w, est par définition égal a 1/RC = 10"%ad/sec
- correspondant a une fréquence de fo= we/21 = 3 x 10° Hz.

« Pour des fréquences bien plus petites que f;, comme f= 3 x 102Hz, alors

IH(jw)|= 1/N(1 + w2 w?2) = 1/ V(1 + 108/1020) =1 = U, =|H(jw)|* U; =1 ¢ U, ,
ce qui veut dire que I'amplitude du signal de sortie est identique a celle du
signal d’entrée (pas d’atténuation).

« Pour des fréquences bien plus grandes que fy, comme f= 3 x 10'°Hz,

IH(jw)|= 131 + w2w?) = 1/ V(1 + 1032/1020) = 106 > U, =|H(jw)|* U; = 106
* U, , ce qui veut dire que 'amplitude du signal d’entrée est grandement E
atténuée par la fonction de transfert. Cela engendre un signal de sortie
d’amplitude mille fois plus petite que le signal d’entrée (dans ce cas).

..............................................................................................................................................................
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Representation de Arg(H(jw))

- Axe x: w en echelle logarithmique (Logw)

- Axe y: Arg(H(jw)) en radians ou degreés, sur une échelle
linéaire.
- Pour tracer le diagramme,

- Déterminer la valeur de Arg(H(jw)) pour les asymptotes (w -> 0 et
W -> =)

- Déterminer au moins une autre valeur du diagramme (eg: for w =
Wy ).

References:
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Exemple de repréesentation du
diagramme de Bode en phase

Arg(H(jo))=-Arctg(oRC) e

HTONEE-=

| =

w -> 0 sur 'axe x est: (Log(w ->0) -> -«),
w->0,Arg(H(jw)) =0°

w -> © sur 'axe x est: (Log(w -> «©) -> «),
Forw ->« | Arg(H(jw)) =->-1/20r-90°,

References:
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Exemple de repréesentation du
diagramme de Bode en phase

Arg(H(jo))=-Arctg(«RC) e

HTONEE-=

| =

w =1/RC, , Arg(H(jw)) = - Arctg (1) = - 1/4 ou -45°

¢
0° 0'1.(00 o 1(.) ®o . O [rad/s]
‘ (log)
-45°

-90°

®,=1/RC
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Exemple de calcul du module et
de la phase de la fonction de
transfert pour tracer les
diagrammes de Bode.

Circuit RC passe-haut
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Exemple de calcul du module et de la phase de la
fonction de transfert pour representer les diagrammes
de Bode

ICI o 20 Log (JH(jw)])
U "
u‘l() R d] l_z 3dB (oo—I./RC _ o [rad/s]
I (log)
20 dB / décade
i Arg(H(jw))
g=Z2_ R _ joRC _ % ) o [rad/s]
~ U gyl 1HoRC 0 90° (log)
joC ®y 45°
0° ' -
®,=1/RC

References:
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Pourquoi appelle-t-on ce circuit un filtre
passe-haut?

0 20 Log (|H(jw)l)
"R l‘—% b o=1/RC
o o [rad/s]

o -3dB
-------- (log)
20 dB / décade

...Car lorsque la fréquence de U, est basse, le signal de sortie
corresponds a une version atténuée du signal d’entrée, alors que
lorsque la fréquence de U, est haute, 'amplitude du signal de
sortie est presque identique a celle du signal d’entree.

(D

References:
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Expression generale d'une
fonction de transfert
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Expression générale d’'une fonction de
transfert

OB o ()
Jmo(l o) (14 )1+

H(jo) =

@ )
| (1+J_)(1+J—) (1+ J_)
po

ou
K est constante

w,; sont les zéros de la fonction de transfert
w,; sont les pdles de la fonction de transfert
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Fonction de transfert comme un produit

de fonctions élémentaires

. O . O . D . @
Jmo(lﬂ ) (1] e 1+

H(jo)= K—

m—po(lﬂ_)(lﬂ_) S(1+ J_p)

H(jo) = Hi(jo) . H2(jo)

Si |H(jw)| est représentée en échelle logarithmique, le produit devient:

[ H(jo)| dB = |[Hi(jo)| dB + |H2(jo)| dB

Cette forme permet une représentation facile sur le diagramme de Bode
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Fonction de transfert comme un produit
de fonctions élementaires

S BT O

, Jo,, (110G, ) (IHiG ) (14T

H(jo)= K~ - pr B =
e R e LR e TR o
Jmpo( J(opl)( Jmpz) ( Jmpl)

: 3

.ﬂ .ﬂ_ .&
lag + L+ lap + [L+jg  lap +et [L+jg — |a +

[H(jo)| = |K |48 +

lj .

References:
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Exemples de valeurs du module en dB
lorsque H(jw) ne dépend pas de w

H(jo)| =1

[H(jo)| =10

[H(o)| =100

H(jo)

H(jo)

H(jo)

H(jo)

=1000

=0.1

=0.01

= 0.001

H(jo)| g5 =0 dB

|H(j®)| a = 20 dB

[H(jo)| ¢ = 40 dB

H(jo)
H(jo)

H(jo)

H(jo)

dB=60dB
dB='20dB
dB=-40dB

dB = -60 dB
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Exemples de valeurs du module en dB
lorsque H(jw) ne dépends pas de w

Si |[K| > 1, alors |[K|4g > 0
Si |K| <1, alors |[K|4g <0

| H I en dB
20 dB K=10
' ' | » wen rad/s
1 10 100 1000 (log)
-26 dB K=0.05
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Representation d'un zéro (module)

20dB +

[H(jo)| g = 20 Log(

HG®) =]

Q)

)

(DZO

A
|H|endB

5 Réponse fréquencielle

©
©zo
=20 Log(®)| — 20Log(®,,)
s =

20 X * C

pente =+ 20 dB / décade

| » Men rad/s

-20dB

1000 log

10/, 100 (log)
1 peinte= 20dB/décade
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Représentation d'un zéro (i=1;k)

(module)

3dB

H(o) = 1+

|H|endB

]

0..
10 .
<
-
.
.

zl

100

0)
0z]

1000

5 Réponse fréquencielle

o en rad/s
(log)

. O 2
H(jo)| = \/ 1+ ()
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Representation d'un pole (module)

, 1
HGo) ="
Jopo
o '&
Module H(jo)|aB=-[J, — |aB
po
! HIendB

20dB +
pente = - 20 dB / décade

» ®en rad/s
(log)

-20dB T

peinte= - 20dB/decade

References:
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Représentation d'un péle (i=1;l) (module)

1
H(jo)=— H(jo)|= :
0}
I+ ®pl a ()
pl
| H I en dB
o
~ P! men rad/s
3dB 1000 (log)

-20 dB / décade

peinte= - 20dB/decade

References:
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Exercice

5 Réponse fréquencielle

®2 = 100 rad/s

ol o) ®1 = 1000 rad/s

Al H | en dB
20 dBT
® en rad/s ® en rad/s
10 ?2 ?1 10000, (108)
>
3.043 dB|= === AT
-20.043 dB - = o o o o o s o o e
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Représentation de 'argument de H(jw)

Ot B I O
szo szl J(’)zz e szk

A T P
J(')po Jmpl J(')pz . Jmpl

Arg(H(jo)) = Arg(K) +

o
Ozk

0) N — D e L]
: o o
Argomzo) + Arg(1 ]mﬂ ) + Arg(1 + szz) + Arg(l+j

)+

Arg(Lm) Arg( o )+ Arg( L g ) Tt Arg(

1+j— 1+j—
Mpo J(DPI JO)pZ Opl
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Exemple de représentation de H(jw)
lorsque I'argument ne dépend pas de w

Arg(K) =0, pour K>0

¢ Arg(K) =11 (ou - 11) , pour K<0
180° K <0
0° ' K >10 ' » oen rad/s

1 10 100 1000 (log)

References
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Representation d'un zéro (argument)

@

Hi0) =
HO®) =14
Arg(H(jo)) = /2 ou 90°
fo

90°

L L ' » oen rad/s
1 10 100 1000 (log)

References
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Representation d'un zéro (argument)

0
0z]

9¢" 5.7° ==
) /
L - l » ®enrad/s

(log)

H(jo) = 1+

References
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Representation d'un pole (argument)

, 1
HGo) =~
Arg(H(jo)) =-n/2 ou -90°
fo
| | | » oen rad/s
1 10 100 1000 (log)
-900

References
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Repréesentation d'un pole (argument)

H(jo) =

» O enrad/s
(log)

5.7°
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Exercice

1
g ®2 = 100 rad/s

H(jo) = ( 5 5 ) ©1=1000 rad/s
1+ M1+ j
; o, ]E oz )] 3
A
_‘100 (P @ 900 A(p @
83.72‘"-?'\\
3929 pemm—-
0)|2 Iml | > ® en rad/s » & enrad/s
1 100 1000 10000 (og) 1 tog)
=39.29 = e e g e
©), @ ®
8372 |
_-9(¢ 90°




